
Nestandardni problemi sa Fibonaqijevim
brojevima

U narednim problemima koristi�emo niz Fibonaqijevih brojeva,
definisan rekurentno na slede�i naqin:

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 za n > 2.

ǋegovi poqetni qlanovi su: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144 . . . Pozna-
to je da se mo�e dati i eksplicitna formula za Fibonaqijeve brojeve:

Fn =
ϕn − ψn√

5
,

za ϕ = 1+
√
5

2 (tzv. zlatni presek ; pribli�na vrednost je 1.61803 . . . ) i
ψ = 1− ϕ = − 1

ϕ (pribli�no −0.61803 . . . ).
Bi�e nam potrebno i slede�e tvr�eǌe o Fibonaqijevim brojevima

(poznato iz kombinatorike, a mo�e se i lako pokazati indukcijom za
ve�bu).

Tvr�eǌe. Za proizvoǉan prirodan broj l va�e slede�e jednakosti:

a) F1 + F3 + F5 + · · ·+ F2l+1 = F2l+2;

b) F2 + F4 + F6 + · · ·+ F2l = F2l+1 − 1.

Zadatak 1. Za zadat prirodan broj k, neka je nk najmaǌi prirodan broj
takav da postoji konaqan skup A celih brojeva sa slede�im osobinama:

• za svako a ∈ A postoje x, y ∈ A (ne obavezno razliqiti) takvi da
nk | a− x− y;

• ne postoji podskup B skupa A, 1 6 |B| 6 k, takav da nk |
∑
b∈B b.

Dokazati da za sve k > 3 va�i nk <
(
13
8

)k+2
.

Primer. Uzmimo k = 3. Pokaza�emo da za nk = 8 mo�emo konstruisati
tra�eni skup A (kako je u postavci nk definisano kao najmaǌa vred-
nost koja ispuǌava zadate uslove, ako poka�emo da vrednost nk = 8
ispuǌava te uslove, tada �e najmaǌa takva vrednost biti 8 ili jox
maǌe). Uze�emo A = {1, 4, 5, 6}. Tada imamo:

8 | 1− 4− 5; 8 | 4− 6− 6; 8 | 5− 1− 4; 8 | 6− 1− 5,

pa skup A ispuǌava prvi uslov. ǋegovi neprazni podskupovi sa ne
vixe od tri elementa su:

{1}, {4}, {5}, {6}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {4, 5},
{4, 6}, {5, 6}, {1, 4, 5}, {1, 4, 6}, {1, 5, 6}, {4, 5, 6},

i zbir elemenata nijednog od ǌih nije deǉiv sa 8, pa skup A ispuǌava
i drugi uslov.
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Rexeǌe. Za zadat broj k, dokaza�emo da za nk = Fk+2 + 3 mo�emo kon-
struisati tra�eni skup A.

Pretpostavimo da je k paran broj. Posmatrajmo skup

A = {(−1)iFi : 2 6 i 6 k} ∪ {Fk + 1, Fk + 2}.

(Za neparno k dokaz teqe potpuno analogno, uz jedinu razliku xto dva
posledǌenavedena broja uzimamo s predznakom ,,−“.) Na primer, za
k = 6, ima�emo nk = F8 + 3 = 21 + 3 = 24 i A = {1,−2, 3,−5, 8, 9, 10}.

Proverimo da li skup A ispuǌava postavǉene uslove. Ispuǌenost
prvog uslova sledi iz relacija:

• (−1)iFi = (−1)i+1Fi+1 + (−1)i+2Fi+2 za sve i, 2 6 i 6 k − 2
(tj. nk | 0 = (−1)iFi − (−1)i+1Fi+1 − (−1)i+2Fi+2; ovo ,,pokriva“ sve
brojeve a ∈ A oblika a = (−1)iFi za 2 6 i 6 k − 2);

• Fk+2 = (Fk+1)+F2 (dakle, za a = Fk+2 imamo nk | a−(Fk+1)−F2);

• Fk + 1 = Fk + F2 (za a = Fk + 1, sliqno kao prethodno);

• Fk = (Fk + 2) + (−F3) (za a = Fk, sliqno kao prethodno);

• nk = Fk+2+3 | (−Fk−1)−(Fk+1)−(Fk+2) = −Fk+1−Fk−3 = −Fk+2−3
(za a = −Fk−1).

Potrebno je jox pokazati da skup A ne sadr�i neprazan podskup
B koji ima ne vixe od k elemata, i qiji je zbir elemenata deǉiv sa
nk. Pretpostavimo suprotno: neka je B takav podskup skupa A. Kako
imamo |A| = k + 1, uslov |B| 6 k se svodi na B ( A. Primetimo prvo:∑

A = (F2 − F3 + F4 − · · ·+ Fk) + (Fk + 1) + (Fk + 2)

= (F2 + F4 + · · ·+ Fk)− (F3 + F5 + · · ·+ Fk−1) + (Fk + 1) + (Fk + 2)

= (Fk+1 − 1)− (Fk − 1) + (Fk + 1) + (Fk + 2) = Fk+1 + Fk + 3

= Fk+2 + 3 ≡ 0 (mod nk).

Dakle, ako skup B ispuǌava navedeni uslov, onda to ispuǌava i skup
A\B (i pritom va�i A\B 6= ∅ zbog B ( A). Primetimo, neki od skupo-
va B i A\B sadr�i najvixe jedan od brojeva Fk, Fk+1, Fk+2 (nemogu�e
je da oba ta skupa sadr�e bar po dva od ovih brojeva, jer bi onda tih
brojeva moralo biti ukupno bar qetiri). Mo�emo pretpostaviti, bez
umaǌeǌa opxtosti, da upravo skup B sadr�i najvixe jedan od ovih
brojeva (ako to nije ispuǌeno, onda umesto B uzmemo skup A \B i da-
ǉe radimo s ǌim). Pokuxajmo da odredimo najve�u mogu�u vrednost
izraza

∑
B. Ova vrednost �e biti najve�a ako u skupu B nemamo ni-

jedan negativan broj a imamo sve pozitivne, uz to ograniqeǌe da od
(pozitivnih) brojeva Fk, Fk + 1, Fk + 2 mo�emo uzeti samo jedan (i to
�emo uzeti bax Fk+2, ako tra�imo gorǌe ograniqeǌe za

∑
B). Dakle:∑

B 6 (Fk + 2) + (F2 + F4 + · · ·+ Fk−2) = Fk + 2 + (Fk−1 − 1) = Fk+1 + 1.
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Sliqno, ukoliko �elimo da ograniqimo vrednost
∑
B odozdo, prime-

�ujemo da se minimum dosti�e ako se u skupu B nalaze svi negativni
brojevi i nijedan pozitivan, tj. imamo:∑

B > −(F3 + F5 + · · ·+ Fk−1) = −(Fk − 1).

Dakle, sada iz nejednakosti

−nk < −(Fk − 1) 6
∑

B 6 Fk+1 + 1 < nk

i uslova nk |
∑
B sledi da je jedina mogu�nost

∑
B = 0.

Oznaqimo Ct = {(−1)iFi : 2 6 i 6 t}. Pokaza�emo indukcijom po t da
skup Ct, za t > 3, ne sadr�i neprazan podskup qija je suma elemenata
jednaka nuli. Za bazu uzimamo sluqaj t = 3: tada imamo C3 = {1,−2},
i u ovom sluqaju tvr�eǌe oqigledno va�i. Pretpostavimo sada da
tvr�eǌe va�i za t− 1, i doka�imo ga za t. Neka je D neprazan podskup
skupa Ct za koji va�i

∑
D = 0. Kako imamo Ct = Ct−1 ∪ {(−1)tFt}, a po

induktivnoj hipotezi je nemogu�e D ⊆ Ct−1, mora va�iti (−1)tFt ∈ D.
Me�utim, tada za parno t imamo∑

D > Ft−F3−F5−· · ·Ft−1 = Ft−(F3 +F5 + · · ·+Ft−1) = Ft−(Ft−1) = 1,

a za neparno t imamo∑
D 6 −Ft + F2 + F4 + · · ·+ Ft−1 = −Ft + (Ft − 1) = −1;

u oba sluqaja dobijamo kontradikciju sa
∑
D = 0. Dakle, time smo

dokazali da skup Ct ne sadr�i neprazan podskup qija je suma elemenata
jednaka nuli.

Vratimo se na rexavaǌe postavǉenog zadatka. Dobili smo da mora
va�iti

∑
B = 0, a kako imamo A = Ck ∪ {Fk + 1, Fk + 2}, sledi da B

sadr�i bar jedan od brojeva Fk + 1 i Fk + 2 (naime, po prethodnom
pasusu je nemogu�e B ⊆ Ck). No, odatle sledi∑

B > (Fk + 1)− (F3 + F5 + · · ·+ Fk−1) = Fk + 1− (Fk − 1) = 2,

kontradikcija sa
∑
B = 0. Time je konaqno pokazano da ne postoji

takav skup B, tj. da skup A ispuǌava i drugi tra�eni uslov.
Preostaje jox dokazati nejednakost nk <

(
13
8

)k+2
(za nk = Fk+2 + 3).

Primetimo nejednakost ϕ < 13
8 (xto se direktno proverava). Dakle,

imamo:

nk = Fk+2 + 3 =
ϕk+2 − ψk+2

√
5

+ 3 = ϕk+2 ·
1 + 3

√
5−ψk+2

ϕk+2

√
5

< ϕk+2 ·
1 + 8

ϕk+2

√
5

< ϕk+2 · 2√
5
< ϕk+2 <

(
13

8

)k+2

,

(direktno se proveravaju sve usput korix�ene nejednakosti, naime:
3
√

5 < 7, |ψk+2| < 1 i ϕk+2 > ϕ5 > 8), qime je zadatak rexen.
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Zadatak 2. Dokazati da za svaki prirodan broj K postoji baza b i K
ure�enih trojki Fibonaqijevih brojeva (Fu, Fv, Fw) takvih da, kada se za-
pixu u bazi b, ǌihova konkatenacija FuFvFw tako�e predstavǉa neki
Fibonaqijev broj zapisan u bazi b.

Rexeǌe. S ciǉem da najpre potra�imo neke xto jednostavnije primere,
postavimo Fu = Fw = 1 (xto jesu Fibonaqijevi brojevi). Dakle, zani-
ma nas za koje je baze b broj b2 + bFv +1 Fibonaqijev (gde biramo jox i
Fv, i pritom �emo ga tra�iti takvog da va�i Fv < b, tj. da bude jedno-
cifren u bazi b). Ovakve primere tra�imo na slede�i naqin: najpre
fiksiramo da vrednost posmatranog izraza bude jednaka nekom Fi-
bonaqijevom broju, a zatim za Fv isprobavamo maǌe Fibonaqijeve bro-
jeve i proveravamo kada postoji prirodan broj b koji je rexeǌe tako
dobijene kvadratne jednaqine. Nalazimo slede�e primere za (b, Fv):
(4, F1) = (4, 1) (tada je vrednost izraza jednaka F8 = 21), (11, F3) = (11, 2)
(tada je vrednost izraza jednaka F12 = 144), (29, F5) = (29, 5) (tada je
vrednost izraza jednaka F16 = 987). Broj mogu�nosti koje proverava-
mo mo�emo znatno suziti ukoliko iskoristimo qiǌenicu da Fv moramo
birati takvo da 2F 2

v bude maǌe od vrednosti koju smo fiksirali za
posmatrani izraz (s obzirom na b2 + bFv + 1 > 2F 2

v , zbog b > Fv); prime-
ra radi, u ovom posledǌem sluqaju, kada je za vrednost posmatranog
izraza uzeto F16 = 987, za Fv dovoǉno je testirati Fibonaqijeve bro-

jeve maǌe od
√

987
2 , tj. maǌe od 22.

Dosad prona�eni primeri sugerixu da se za v pojavǉuju sve neparne
vrednosti, i da tada postoji odgovaraju�a baza b takva da va�i

b2 + bFv + 1 = F2v+6. (1)

Sada �emo razmotriti vrednosti koje se pojavǉuju za b, ali pre toga
uvedimo pojam tzv. Likaovih brojeva (koje je prvi izuqavao francuski
matematiqar Édouard Lucas, po kome su dobili ime). Oni zadovoǉavaju
istu rekurentnu vezu kao Fibonaqijevi brojevi: Ln = Ln−1 + Ln−2,
ali poqetne vrednosti su drugaqije: L0 = 2, L1 = 1. Prvih nekoliko
vrednosti su: 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123 . . . I za Likaove brojeve po-
stoji i eksplicitna formula (qak jednostavnija nego za Fibonaqijeve
brojeve): Ln = ϕn + ψn.

Sada naslu�ujemo da vrednosti za b predstavǉaju neparno indeksi-
rane Likaove brojeve (L3, L5, L7 . . . ). Dodajmo ipak, analiza se mo�e
sprovesti i bez ikakvog znaǌa o Likaovim brojevima: u tom sluqaju
se mo�e primetiti da niz vrednosti koje se javǉaju za b zadovoǉa-
va rekurentnu vezu bi = 3bi−1 − bi−2 (po potrebi je mogu�e izraqu-
nati jox nekoliko narednih mogu�ih vrednosti za b pre poga�aǌa ove
rekurentne veze, budu�i da raqunaǌe narednih mogu�ih vrednosti za b
postaje vrlo jednostavno nakon hipoteze (1); naredna mogu�a vrednost
je 76, nakon toga 199 itd.). U nastavku rexeǌa radimo preko Likaovih
brojeva, a vrlo sliqno ide i bez ǌih, samo treba dodatno rexavati
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rekurentnu vezu za bi umesto da koristimo ve� gotovu formulu za
Likaove brojeve.

Fiksirajmo sada jednu od mogu�ih vrednosti za b, recimo b = 76 =
L9, i pokuxajmo da na�emo jox neke primere trojki (Fu, Fv, Fw) koje
zadovoǉavaju uslov iz postavke za b = 76. Nije texko prona�i slede�e
trojke:

(Fu, Fv, Fw) ∈ {(1,13, 1), (3, 5, 3), (8, 2, 8), (21, 1, 21)}
= {(F2, F7, F2), (F4, F5, F4), (F6, F3, F6), (F8, F1, F8)}

(tako�e nalazimo i trojke (34, 0, 34) i (55, 1, 55), ali za ǌih �e se is-
postaviti da su van obrasca koji uobliqujemo). Dakle, sada konaqno
mo�emo formulisati i zatim dokazati tvr�eǌe koje rexava zadatak:
za ma koji neparan broj n i ma koji paran broj k, 2 6 k 6 n− 1, konkate-
nacija Fibonaqijevih brojeva FkFn−kFk zapisanih u bazi Ln tako�e pred-
stavǉa neki Fibonaqijev broj zapisan u bazi Ln.

Poka�imo ovo. Kako va�i Fk, Fn−k < Ln, sledi da su brojevi Fk i
Fn−k jednocifreni u bazi Ln. Odatle imamo:

FkFn−kFk

= L2
nFk + LnFn−k + Fk = (ϕn + ψn)2 ·

ϕk − ψk

√
5

+ (ϕn + ψn) ·
ϕn−k − ψn−k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn)

(
(ϕn + ψn) ·

ϕk − ψk

√
5

+
ϕn−k − ψn−k

√
5

)
+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn)

(
ϕn+k − ϕn−k(ϕψ)k + ψn−k(ψϕ)k − ψn+k

√
5

+
ϕn−k − ψn−k

√
5

)
+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn)

(
ϕn+k − ϕn−k + ψn−k − ψn+k

√
5

+
ϕn−k − ψn−k

√
5

)
+
ϕk − ψk

√
5

= (ϕn + ψn) ·
ϕn+k − ψn+k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

=
ϕ2n+k − (ϕψ)nψk + (ψϕ)nϕk − ψ2n+k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

=
ϕ2n+k + ψk − ϕk − ψ2n+k

√
5

+
ϕk − ψk

√
5

=
ϕ2n+k − ψ2n+k

√
5

= F2n+k

(usput smo koristili (ϕψ)k = (−1)k = 1 jer je k parno, i (ϕψ)n =
(−1)n = −1 jer je n neparno). Time je dokaz zavrxen.

5


